Boshlang‘ich funksiya va aniqgmas integral

12.1.1- ta’rif. Agar D sohada f(x) funksiya aniqlangan bo‘lib, bu sohada hosilasi
f(x) ga teng bo‘lgan F(X) funksiya mavjud bo‘lsa, u f(x) funksiyaning boshlang ‘ich
funksiyasi deyiladi.
Demak, ta’rif bo‘yicha F'(X)=f(x) bo‘lsa, F(x) funksiya f(x) ning boshlang‘ich
funksiyasidir.
2

Masalan, f(x)=x uchun F(x) = X? boshlang‘ich funksiyadir, chunki,

F'(x):[éj :%-ZX:X: f(x).

2
Shu misolda Fl(x):x?+C, bu yerda C-gandaydir o‘zgarmas son, funksiyani

F{(x)=(§+cj :(gJ +C'=x+0= f(x)

bo‘lib, u ham f(X) ning boshlang‘ich funksiyasi bo‘lar ekan. C R ekanligidan bu berilgan
funksiyaning boshlang‘ich funksiyalarining cheksiz ko‘pligi kelib chigadi. Bu xulosa
umumiy bo‘lib, quyidagi teorema o‘rinlidir.

12.1.1-teorema. Agar (a;b) oraligda aniglangan f(x) funksiyaning shu oraliqda
F(xX) boshlang‘ich funksiyasi mavjud bo‘lsa, uning bu oraligda cheksiz ko‘p
boshlang‘ich funksiyalari mavjud bo‘lib, ular bir-biridan biror o‘zgarmas qo‘shiluvchiga
farq giladi.

Isbot. Aytaylik, (a;b) da F’(x)=f(x) bo‘lsin. Agar F(X)+C, bu yerda CeR
0°‘zgarmas, yig‘indini olsak, u ham (a;b) da  aniglangan va
(F(x)+C)’=F’(x)+C’=f(x)+0=f(x), ya’ni f(X) ning boshlang‘ich funksiyasi ekanligi va
C eR ixtiyoriy o‘zgarmas ekanligidan ularning cheksiz ko*pligi kelib chiqadi.

Endi, faraz qgilaylik, (a;b) oraligda F;(x) va F,(x) lar f(x) funksiyaning gqandaydir
ikkita boshlang‘ich funksiyalari bo‘Isin, u vaqtda,
[FL(x) - F, (x)] = F (x) - F,(x) = f(x)— f(x) =0, bundan (a;b) oraliqda
F1(X)-F2(x)=Co — o‘zgarmas ekanligi, ya’ni Fi(X) va F,(x) lar bir-biridan Cy o‘zgarmas
ko‘shiluvchiga farq qilishi kelib chiqadi, ya’ni F;(X)=F,(x)+C, dir.

Teorema ishotlandi.

12.1.2-ta’rif. Agar D sohada aniglangan f(x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi
F(x) mavjud bo‘lsa, boshlang‘ich funksiyalarining {F(X)+C :Ce R} to‘plamini f(x)
funksiyaning anigmas integrali deyiladi va j f (x)dx kabi belgilanadi.

garasak,

Bu yerda j -integral belgisi , f(x) —integral osti funksiyasi, f(x)dx —integral osti
ifodasi, x— integral o‘zgaruvchisi deb yuritiladi.
Ta’rifga asoslangan holda If(x)dx: F(x)+C ko‘rinishda yozish qabul qilingan

bo‘lib, bu yerda F’(x)=f(x), C € R ixtiyoriy o‘zgarmasdir.

2
Masalan, yuqorida ko‘rilgan misolni dex = X? +C kabi yozish mumkin.



Berilgan funksiyaning boshlang ‘ich funksiyasini, ya 'ni anigmas integralini topish
jarayoni uni integrallash deb yuritiladi. Yuqoridagi ta’riflardan ko‘rinadiki, integrallash
differensiallashga teskari amaldir. Buni hisobga olsak, differensiallashning asosiy
goidalaridan integrallash uchun quyidagi asosiy xossalar kelib chigadi:

1°, Uf(x)dxj: £ (%), de(x)de: f(X)dx ;

2°. [du() =u)+c, C — ixtiyoriy o‘zgarmas;

3°. [Af(x)dx = A[ f(x)dx, A - o‘zgarmas ko‘paytuvchi;
4° I{ZHZA fi(x)dx} =Zn:AI f.(x)dx, A (i =1,n)- o‘zgarmaslar;

5° j f (x)dx = F(x)+C bo‘lib, x biror D sohada o‘zgarganda u(x)—
differensiallanuvchi funksiya hamda uning giymati f(x) ning aniglaninsh sohasiga
tegishli bo‘lsa, j f (u(x))du(x) = F(u(x)) + C bo‘ladi.

Bu yerda du(x)=u’(x)dx ekanligini eslash lozimdir.
Hosila jadvali hamda integrallashning yuqoridagi xossalari asosida olinadigan
quyidagi integrallar jadvalini keltiramiz.

Integrallar jadvali
1. Ix“dx _ X

a+l

a+l

+C, -1 eR

2. I%=In|x|+c
X

X

3. Iaxdx=6l +C, l#aeR'; jexdx:eX+C
Ina
4. [sinxdx=-cosx+C
5. Icosxdx:sin x+C
6. [tgxdx=—In|cosx|+C
7. Jetgxdx =In|sinx|+C
dx
8. =tgx+C
Icos2 X
dx
9. =—ctgx+C
Isin2 X
10. | —arcsinx+C  (=—arccosx +C)
1-x2
11. [—— =arctgx+C (= —arcctgx + C)
1+x
dx . X X
12. Im :arcsmg+C (:—arccosg+C), 0O-aeR

13. jzdxzzlarctgi+c (:—larcctg§+cj, 0zacR
a?+x’ a a a a



14. [ - Lin*2c o0raeRr
X°—a 2a |Xx+a

15. Injx ++/x?+a?|+C, 0xaeR
el

16. ox Intg— +C
sin X 2

17. [ Intg( j+c
COS X 4

Bulardan 1-5, 8-11- formulalar hosila jadvalidan bevosita kelib chigadi. Masalan,
2-formulani olsak, x>0 bo‘lgan holda (In x)':izj‘d?lenwrc kelib chigadi. x<O

bo‘lgan holni garalsa, [x|=—x bo‘lganligi sababli,
(In| x])'= (In(=x))'= i-(—l) R . | x|+C ni olamiz
—X X X
6,7 va 12,13- formulalar integrallashning yugorida keltirilgan 5°-xossasidan va
integrallar jadvalidan foydalangan holda olinadi. Masalan, 5°-xossa va integrallar
jadvalining 2-formulasiga asosan
jtgxdx—jsmx dx __Id(cosx)
COSX COSX
integrallar jadvalining 6-formulasini olamiz.
14 — formula quyidagicha olinadi:
dx 1/ 1 1 d(x—a) d(x+a))
_ _ dx =
J.x2_az J.2a( x+a) ZaU X—a I X+a

—In|cosx|+C

+C

:—(In|x a|—|n|x+a|)+C_—In
2a 2a |X+a

15-17- formulalarni keyinroq keltirib chigaramiz.
12.2. Integrallash usullari

12.2.1. Bevosita integrallash. Bunda integrallar jadvali va integrallashning asosiy
xossalaridan foydalaniladi.

. -1 .
1-misol. [| X2 e* —sinx+ de ni toping,
I{X+1 Vx? +1
Yechish:
2 .
1-——+e* —sinx+ dx=|dx-2 —+ e”dx — | sin xdx +
I g O e
xadx d(x+1)
—x_2 (-
+jm X j TR (—cosX) +
d(x? +1) N 5
+| =x-2In|x+1|+e* +cosx+x* +1+C.

24x% +1

Bu yerda =Jx+C ((\/?) 2\/_} dan ham foydalanildi.

sz/_



n .
2-misol. P,(x) => a;x"™" ko‘phadni integrallang.
i~0

n—i+1

Yechish: J'Pn(x)dx:J'%:aix"‘idx:gaijx"‘idx:gai n—i+1+C
_ L a; Xn_i+1+C
“n-i+l '

Demak, n—darajali ko‘phadning anigmas integrali n+1-darajali ko‘phaddan iborat
bo‘lar ekan.

3 2
Masalan, [(x? —2x+3)dx:Ixzdx—ijdx+3jdx=X——2-X—+3x+C =
3 2

3
= X? —x%+3x+C.
12.2.2. Bo‘laklab integrallash. d(uv)=vdu+udv ekanligidan
jd(uv) =j(vdu +udv) = uv = Ivdu +_[udv:>
judv= uv—Ivdu. (12.2.1)

Bu bo ‘laklab integrallash formulasi deb yuritiladi.
3-misol. [Inxdx topilsin.

Yechish: u=Inx, dv=dx = du = %,v =x. (12.2.1) formulaga asosan:
X

J'Inxdx=(lnx)x—J‘x%:xInx—J'dx:xInx—x+C:x(lnx—1)+C.
X

4-misol. [ x*cosxdx topilsin.
Yechish. u=x?, dv=cosxdx = du=2xdx, v=sinx.
[ x? cos xdx = x? sin x — ['sin x- 2xdx = x* sin x — 2] xsin xdx
oxirgi integralni ham bo‘laklaymiz:
u;=x, dv; =sinxdx = du;=dx, v;=—C0SX
Ixz cos xdx = x*sin X — 2(X - (—Cos X) —J'(—cos X) - dx): X?$in X + 2XCOS X — Zj'cos xdx =
= x?sin X+ 2xc0s X — 2sin X + C = (x* —2)sin x + 2xcos x + C .
5-misol. [e” sin xdx topilsin.
Yechish. u=sinx, dv=e*dx = du=cosxdx, v=€".
[ sin xdx = e sin x — [e* cos x - dx
oxirgi integralni ham bo‘laklaymiz:
u;=cosx, dv;=e*dx = du; =-sinxdx, v;=¢"
jex sin xdx = e” sin x — (eX COS X —jex(—sin xdx))z e”*sin x—e* cos X — Iex sin xdx + C,.
Bu yerda [e*sin xdx = e* (sin x —cos x) — [ e*sin xdx bo‘lib, u topilishi talab gilingan
integralga nisbatan tenglamadir. Ya’ni
Zjex sin xdx = e*(sin x —cos x) + C,.



Bundan Iex sin xdx = %ex(sin X —cosx)+C
ni olamiz (C = %) :

12.2.3. Aniqmas integralda o‘zgaruvchini almashtirish (o‘rniga qo‘yish) usuli.
1. Aytaylik, f(x) funksiyaning biror D sohada aniglangan va f(x) boshlangich

j f (x)dx = F(x) + C bo‘lib, x=¢(t) funksiya biror T sohada differensiallanuvchi hamda t
ning T sohaga tegishli giymatiga ¢(t)e D bo‘lsin.
U holda integrallashning 5°- xossasiga ko‘ra
[ flp(Hde(t) = F(p(t)) +C =F(x)+C
Endi, dp(t)=¢’(2)dt ekanligini hisobga olsak, j flp(t)]e' (t)dt = F(x)+C, ya’'ni
[ £00dx = [ fp(t)]- o' (t)dt (12.2.2)
ni olamiz. Bu anigmas integralda o zgaruvchini almashtirish formulasi deb yuritiladi.
2. Xuddi yuqgoridagiga o°‘xshash I f[g(x)]q'(x)dx integral qaralayotgan bo‘lsa,
t=q(x) almashtirish (o‘rniga qo‘yish) yordamida
[ fla(01- g (x)dx = [ f (t)dt (12.2.3)
ni olamiz. Bu anigmas integralda o ‘rniga qo ‘yish usuli deb yuritiladi.
6-misol. [va® —x*dx ni toping (a>0).

Yechish. x=asint almashtirish gilamiz. (12.2.2) formulaga asosan

J‘\/a2 —x%dx = j\/az —a%sin’t-acostdt = azj'cos2 tdt =

:aZIHCOSZt

dt =§th+j0032tdt)=

2 2
_a t+lsin2t +C=a— t+125intcost +C =
2 2 2 2

2 2 2
a XX X a X
:7[tarcsm—+— 1——J+C:7arcsm—+x\/a2—x2 +C.

a a a? a

2
Demak, J'\/a2 —x2dx :a?arcsin§+ xva? —x% +C.

a
Buyerda [x|<a=te [—gﬂ = cost >0 ekanligi hisobga olindi.

cos xdx

v/sin X
Yechish: cosxdx=dsinx ekanligidan (12.2.3) formulaga ko‘ra
cosxdx dsinx dt dt -
= = [==2[——=2Jt+C=2Vsinx+C.
I\/sinx J‘\/sinx I\/f J.Z\/f
Bu yerda sinx=t o‘rniga qo‘yishdan foydalandik.

7-misol. | ni toping.




dx

Jai—x?’

8-misol. | ni toping (a>0).

i 2X adt dt
Yechish: X:atjdxzadtjj.m:jm:jﬂ:
=arcsint+C :arcsin§+C.
Integrallar jadvalining 12-formulasini oldik.
9-misol. | 2dx ~ hi toping (a>0).
a +X

d dt 1, dt
: -[ ; J.1+t2 -

Yechish: x =at = dx = adt = - _=
Ia2+x2 a’+a’t? a

:iarctgt+C ziarctgz+c.
a a a

Integrallar jadvalining 13-formulasini oldik.
12.3. Ratsional funksiyani (kasrni) integrallash

Ratsional funksiya deganda ikkita ko‘phadning nisbatidan iborat bo‘lgan
funksiyani tushunamiz. Ya’ni, agar P,(X) va Qn(x) lar mos ravishda n — va m — darajali
ko‘phadlar bo‘lsa,

Qn (%)
R(x) = P00 (12.3.1)
kasr ratsional funksiyadir. Ba’zan ratsional funksiya deyish o‘rniga ratsional kasr
atamasi ham ishlatiladi.

Agar m<n bo‘lsa (12.3.1) to‘gri ratsional kasr, m=>n bo‘lganda esa_noto ‘g ‘ri
ratsional kasr deb yuritiladi. Shuni ham eslatamizki, agar (12.3.1) noto‘g‘ri ratsional kasr
bo‘lsa, bo‘lish amalini ko‘phadlar ustida bajarib, uni butun qismi bo‘lgan biror ko‘phad
bilan kasr qismi bo‘lgan biror to‘g‘ri ratsional kasr yig‘indisiga keltirish mumkin.

Endi, ratsional kasrni integrallash masalasiga kelsak, yugoridagi mulohazalardan
ko‘rinadiki, ko‘phad bilan to‘g‘ri ratsional kasrni integrallashga kelamiz. Ko‘phadni
integrallashni bilamiz. Endi to‘g‘ri ratsional kasrni integrallash masalasini garaymiz.
Algebra kursidan ma’lumki, haqiqiy koeffitsientli ko‘phadni chizigli hamda
diskriminanti manfiy bo‘lgan kvadrat uchhad ko‘rinishidagi ko‘paytuvchilarga ajratish
mumkin. Shuni ham eslatamizki, bunday ko‘paytuvchilar faqat chiziqli yoki faqat
kvadrat uchhad ko‘rinishda ham bo‘lishi mumkin (11-bobga qarang). Umumiylikka ta’sir
gilmagan holda, (12.3.1) da m<n va P,(x) ko‘phadning bosh koeffitsienti birga teng deb
olamiz (agar 1 dan farqli bo‘lsa, surat va maxrajni shu bosh koeffitsientga bo‘lish bilan
bunga erishish mumkin). U vaqtda, yugorida aytilganlarga asosan, P,(x) ko‘phad uchun

P (x) {f[(x—ai )"iJ.(ll_[(xz + pjx+qj)”] (123.2)

i=1 i=1

ko‘paytuvchilarga yoyilma o‘rinli bo‘lib, bu yerda
s |
Y ki+2)r =n,
i=1 =1

a; (i =Lk) — lar Py(x) ning hagiqiy ildizlari, p?-4q; <0 (j =£1)dir.



Agar (12.3.1) to‘g‘ri ratsional kasr bo‘lib, uning maxraji (12.3.2) ko‘rinishda
ko‘paytuvchilarga ajratilgan bo‘lsa, uni
Qm(x) o AM, S Biﬂx+cj//
P.(X) ;;(x—ai)i +;;(x2 +p;x+q;)"
ko‘rinishdagi sodda (elementar) kasrlarning yig‘indisi sifatida ifodalash mumkin [7].
(12.3.3) dagi Ai;, Bj, va Cj, koeffitsientlar uning o‘ng tomonini umumiy maxrajga
keltirilgach, chap va o‘ng tomon maxrajlari bir xilligidan suratlar tengligini e’tiborga
olib, ikki ko‘phadning aynan tengligi shartidan foydalanib olingan chiziqli tenglamalar
sistemasidan topiladi. Buni quyidagi misollar ustida tushuntiramiz.
Xx—-1

x®+1
Yechish: Buning uchun x*+1=(x+1)(x>-x+1) ekanligidan foydalanamiz.

(12.3.3) ga asosan:

(12.3.3)

1-misol. kasrni sodda ratsional kasrlar yig‘indisiga keltiring.

x—1 A Bx+C
= —+ )
X*+1 x+1 x*—-x+1
X—1=A(X*~x+1)+(Bx+C)(x+1),
x—1=(A+B)x*+(—A+B+C)x+(A+C);
mos koeffitsientlarni tenglashtirib,

A+B=0,
-A+B+C =1,
A+C=-1
. . . . . 2 2 1 ¢ .
sistemani  olamiz. Uni  yechib, A:—g,B:E,C::E larga ega bo‘lamiz.
Demak,
x-1_ 2 1 2x-1 _E[Zx—l_ 2)
xX*+1  3(x+1) 3 x2-x+1 3Ux*x+1 x+1)
2-misol. % ni sodda ratsional kasrlar yig‘indisiga keltiring
x4 +2x° +x
Yechish: x*+2x3+x°=x*(x*+2x+1)=x’(x+1)*. (12.3.3) ga asosan:
L =ﬁ+i+ A + A

X423 +x% x x2 x+1 (x+1)?°

1= AX(X+1)%+ A, (X+1)% + Ax*(x+1) + A, X%,
Noma’lum koeffitsientlarni X ga ma’lum qiymatlar berish yo‘li bilan ham topish
mumkin bo‘lib, ko‘p hollarda bu qulaylik tug‘diradi.

Oxirgida
x=0 desak, 1=A;0+A;1+A;0+A,0=A; =1;

=1 desak, 1=A1 'O+A2 'O+A3 'O+A4 1= A4 :1,
x=1 desak, 1=4A;+4A,+2As;+A;= 4A;+2A; =—4;

=2 desak, 1:—2A1+A2 —4A3+4A4:,>—2 A1—4A3 :—4;

4A +2A, =4 —4A -2A, =4 [-3A =6 A =-2
{—2A1—4A3:—4:>{A1+2A3:2 :{A3:—2—2A1:>{A3:2 '
A;=-2, A,=1, As;=2, A,=1.



Demak,;——g+i+i 1

24X X X X+l (x+1)?°

Shunday qilib, to‘g‘ri ratsional kasrni integrallash masalasi, (12.3.3) yoyilmaga
ko‘ra, integrallanishi jihatidan bir-biridan farq qiladigan quyidagi to‘rt xil sodda
(elementar) ratsional kasrlarni integrallash masalasiga keltiriladi:

A, A, B,x+C, Byx+C,
x—a (x—a)" xX*+px+q (X*+px+q)"’

bu yerda Ag,Bo,Co a,p va q lar berilgan sonlar: 2<neN,p *-4q<0 dir.

Bu sodda ratsional kasrlarni integrallaylik.

1)I al dx Ao_[d(x a)_AOIn|x—a|+C.

Ao (x=a™ A i
)j —dx=A [ (x-a)"d(x-a)= Ay ———— — +C_’(n—nu—ar4+c’(23n N)..
°(2x+p)+(C— °pj
B,x+C, 2
3) J.x +px+q I X* + px+q dx=
I (2x + p)dx ( B, ij- dx _
XZ+px+q \ 0 2 (X+pj2+q_p2
2 4

2

x? + PX+qQ

2 2
B CO—BOp x+ P
= 2% n(x? + px+q) +——2_.arctg———2_ 4+C=
2 49~ p’ 49-p°
2 2
B0 2C p 2X+p
= —2|n(x> +px+q)+—O arctg————— +C.
2 V4q - p’ V4q-p’
B,x+C d B d[x+gj
4 2sneN, [ooE oo j—((x +px+;1) (co— ;p]j .
X* + pX+q X® + pX+q
( p] V4q-p’
X+ | |
2 2

Bo 2 -n 2 2Co_Bop dt
=—- | (X" + px+ d(x® + px+0q)+ =

O+ e a) M (X o+ pxg) + 0 I(t2+a2)”

By, (x*+px+q) ™ ZC —BOpJ-

2 -n+1 2 (t? +a)

B, 2C, - B,p

= — —+ J

2(L—n)(x* + px+q)"* 2 (t? +a)

bu yerda t:x+g, e Bl



Oxirgidan ko‘rinadiki, agar J_= J' __a (meN), ko‘rinishdagi integrallarni

(t* +a*)"
ololsak, masala haldir. Agar bu integralda m=1 desak, 31=It2dx . =§arctg§+c -
+a

ma’lum.

Endi, 2<me N bo‘lgan holni qaraylik.

] - I dt __.[(t +a’)-t? dt =

(t>+a*)" (t>+a*)"

1 dt t2dt 1 t?dt

il — =) - |—

aZ (I (tZ +a2)mfl J(tZ +a2)mJ aZ[ m-1 '[(tz +a2)mj
Oxirgi integralni bo‘laklaymiz: u =t,dv= # = du = dt,

(t°+a”)"
1 1

T20-m(tE+ad)™t 2m-1)t? +al)" T’

Jm:iz[‘]ml_[_ tz 2 _1_,[(_ :E 2 —1Jdt)J=
a 2(m-1(t° +a”)" 2(m-D(t° +a")"

1 t 1
=2 I + 2 2 m1 I | =
a 2(m=1(t° +a”) 2(m-1)
3 t N 2m-3
2a?(m-1(t2+a®)"™t 2a’(m-1) "
t 2m-3 )
T 2a2(m-1)(t2 +a)™? 2a2(m—1) m

Demak, J_

~2a*(m-1) | (t? +a®)™*
rekkurrent (gaytma) formulani olamiz.
Endi, m=2,3,...,n qiymatlarni berish natijasida J,, ni topamiz.
Shunday qilib, berilgan ratsional kasrning, yuqoridagi usullar bilan, integralini topa
olamiz, ya’ni ratsional kasr integrali elementar funksiyadan iborat bo‘lar ekan.

3-misol. j dx integralni toping.
X +X

oo X+l (P +1- X +D)+(1-x%) 1-x°
Yechish: ———= = —— - A = X+ ——
X7 + X X7 + X X“(x* +1) X (x* +1)

6 3 2 3
J.);—Jrlzdx:.[ x+21—3X dx:X—+I 5 1 X2 dx
X + X X (x° +1) 2 X“(X+1D(x* —x+1)

1-x° AlA A3 Ax+A5

x(x+1)(x —x+1) X x2 x+1 X2 —x+1’
x* = AX(XC +1) + A (X% +1) + AxP (X% —x+1) + (A x+ A )X (X +1);
1—x3:Alx“+A1x+A2x3+AZ+A3x4—A3x3+A3x2+A4x4+A4x3+A5x3+A5x2;




A1+&+A4:O, Al:O, AIZO, A1=0,
A -A+A +A =-1 A =1, A, =1, A =1
A, +A =0, A +A, =0, oA, =-A, o As=§
A =0, —A+A +A =2, A -A-A =-2 )
A =1 A+ A =0, A=A A==
2
A5=—§.

1-x° 1 2( 1 x+1 )

- = 4=
x*(x*+1) x* 3\x+1 xz—x+1

x® +1 X+1
.[5— :—+J. dX:
X> + X x+1 X2 —x+1

2

=X——1+g In|x+1|—J.2X;ldx =

2 x 3 -x+1

3

X2 1 2 *(ZX 1)+E
=2 =+ In|x+1] j—dx =

2 x 3 X*=x+1

2 —
_x 1,2 In|x+1|—£|n(x2—x+1)—§-iarctgﬁ +C=

2 x 3 2 2 3 J3

2 f—
:X——1+gln|x+1|—lln(x2—x+1)—iarctg£+c:

2 x 3 3 J3 V3
—£_1+l|nw_iarctgﬂ+c

2 x 3 x2-x+1 43 J3 '

12.4. Ba’zi bir trigonometrik ifodalarni integrallash

1. _[ R(sin x;cos x)dx integralda R(u;v) o‘z argumentlarining ratsional funksiyasi
bo‘lsin. U holda, bu integralda umumiy trigonometrik almashtirish deb ataluvchi

tggzt:x:Zarctgt almashtirish yordamida ratsional funksiya integraliga kelinadi.

Hagigatdan ham,

X X
2tg* 1—tng Y

sinx = 2x th, COSX = )2( L tz, dx = 2dt2 ekanligini
l+tgz 1+t 1+th 1+t 1+t

e’tiborga olsak,

2
_[R(sin X; cosx)dx='|.R[1fttz; i_rtzJ T dt_jr(t)dt




2 2t 1-t? ) .
bu yerda r(t) = R : - ratsional funksiya.
y ® 1+t° (1+t2 1+t2] y

Masalan, bu almashtirish yordamida integrallar jadvalidagi 16-formulani keltirib
chigarish mumkin:

2dt

d dt
jsmux_j“ = [T =nlt]+C=Mn

1+t2

X
tg—|+C
g2

17-formula esa cosx = sin(x+gj ekanligidan va 16-formuladan kelib chigadi.

2. [R(sinx)cos xdx integralda R(u) —ratsional funksiya.

Bu integral uchun ham yugoridagi umumiy almashtirishni gilib ratsional funksiya
integraliga kelish mumkin. Ammo, bu yerda sinx=t almashtirish (o‘rniga
qo‘yish)qulayroq, chunki cosxdx=d(sinx) dir.

I R(sin x) cos xdx :J' R(t)dt

3. [R(cosx)sin xdx , R(u) —ratsional funksiya.
Bu yerda ham tg g =t umumiy almashtirishdan yoki qulayroq bo‘lgan cosx=t dan

foydalanish mumekin.
4. [Rtgx)dx , R(u) —ratsional funksiya.

tg§=t umumiy almashtirishdan foydalanish mumkin. Ammo qulayroq bo‘lgan

tgx =t = x = arctgt = dx = almashtirishdan foydalansak,

1+

[R(tgx)dx = IR(t) dt_jﬂdt_jr(t)dt ga kelamiz, bu yerda r0=1 R(t)

ratsional funksiya.

5. Sinus va kosinusning toq darajalarini integrallash
a) jsinz”*lxdx = I(sin2 x)" -sin xdx = —J.(l—cos2 x)"d cosx =

=—[@-t*)"dt, bu yerda t=cosx.
b) Icosz"”xdx = J.(cos2 X)" - cos xdx = —J' (1-sin?x)"dsinx =
=—[@-t*)"dt, bu yerda t=sinx.

6. Sinus va kosinusning juft darajalarini integrallash.

Bunday integralda sin®x= 1_6252)( ,COS” X = 1+C;SZX darajani  pasaytirish

formulalaridan foydalanish mumkin:

a) jsmzm xdx = J(sm X)" dx = j[

1- COSZX] :Zimj(l—COSZX)mdx;

2m _ m
b) .[cos xdx—z—m.[(1+c032x) dx.



Masalan, Isin“ xdx = 2iz_[(l—cost)zdx = %J.(l— 2C0S2X +c0s? 2X)dx =
= l(x —sin 2x + J'cos2 2xdx): l(x —sin 2x +1_|.(1+ cos4x)dx |=
4 4 2

:1 x—sin2x+1 x+lsin4x +C:1 Ex—sin2x+lsin4x +C.
4 2 4 4\ 2 8

7. Asosiy trigonometrik funksiyalarning ixtiyoriy butun ko‘rsatkichli
darajalarini integrallash.
a) s, :jsin” xdx nez deyilik.
Bu integralda n=—2;-1;0;1 bo‘lsa, jadval integrallarini olamiz, ya’'ni

= |sin? xdx =
| I

sm X

_[sm’lxdx ——=1In C (12.4.1)

sin x
S, :Isin xdx:fdx: x+C

S, :Isin xdx = —cosx+C
Aytaylik, n ning giymati bu ko‘rilgan qiymatlardan farq qilsin, u vaqtda,

X
tg—|+
gZ

S, = jsin "* x-sin xdx ni bo‘laklaymiz:
u=sin"tx, dv=sinxdx = du=(n-1)sin""?x-cosxdx, V=—cosX;
S, =-sin"* x-cosx+(n—1)_|.sin”’2 X - c0s” xdx =
=—sin"" x-cosx + (n—1)[sin"?x- (1-sin® x)dx =
=—sin"* x-cosx+(n-1)S, , —(n-1)S,.
Buni S, ga nisbatan yechib,

S, = nn 18 —%sin”‘1 xcosx,N=2,3,... (12.4.2)

S,_, ga nisbatan yechib esa,
S, L S, - sint 'xcosx, N=-1,-2,... (12.4.3)

n-1 n-1

rekkurrent formulalarni olamiz. Bu (12.4.2) va (12.4.3) lar yordamida (12.4.1) ni hisobga
olgan holda ¥heZ uchun J, integrallarni topa olamiz.

b) K, = jcos” xdx , (n€ Z) bo‘lsin.

Bu integral n=—2; —1; 0; 1 bo‘lganda jadval integrallaridir, ya’ni

of:-3)
274

Endi n ning boshga butun giymatlarini garaymiz. Oldingi banddagidek ishlarni
bajarib,

K -n-1 K. _ 2Jrlcos X -sin x n=23;.. (12.4.5)
n n

+C, K,=x+C, K,=sinx+C (12.4.4)

K, =tgx+c, K,=In

n



P n K, - L cos™ x-sinx n=-1-2;.. (12.4.6)
n-1 n-1

rekkurrent formulalarni olamiz.

K

C)T, = jtg”xdx (: Ictg‘“xdx) (nez) deylik
T4 =In[sinx|+C, To=x+C, T;=-In|cosx|+C (12.4.7)
jadval integrallaridir.

T = Itg "2x . tg2xdx = J‘tg“—zx.(_lJr

1
dx=-T , +——tg"'x
) n-2 n—l g

cos? x
Bundan
L +i1tg iy n=2.3,... (12.4.8)
n_
yoki
T ,=-T, +L1tg iy n=0,-1,-2,... (12.4.9)
rekkurrent formulalarni olamiz.
Misollar. 1) I _d)3( =J -1 Jfl+isin’2 X-COSX =
Sin” X -2 -2
=1£Jl— Coszszl In‘tgé - =5 |+C
2 son-x 2 2| sin‘x
dx -2 1 . 1 sin X
2 =K ,=— K _,——cos?x-sinx == 2tgx + ]+C:
) J.cos“x -3 7?7 -3 3( P os x

=%(2tgx+tgx-(1+tgzx))+c :%(Ztgx+tgx+tg3x)+c =%(3th+tg3x)+C =th+%tg3x+C

3) Ictg‘3xdx:jtgsxdx=T3 =-T, +%tgzx:+ln | cosx|+%tgzx+C

12.5. Ba’zi bir irratsional ifodalarni integrallash

m

1.[R x;(aﬂbjnl;...;(aﬂb}”” dx integralda P(X;Us,...;up)—0‘z argumentlarining
kx +1 kx + |

ratsional funksiyasi a,b,k,l,m;,n; lar berilgan haqiqiy sonlar bo‘lib |k|+|l|>0, m; €Z, n;
N (i=1;2;...) hamda ol -bk = 0 deb faraz gilamiz.

ax+b it
X+
natural sonlarning eng kichik karraliligidir.
Almashtirishni x ga nisbatan yechib,

‘o It"-B _

a—kt*

Bu integralda

almashtirish gilamiz, bu yerda A berilgan ny,n,,...,n,

o(t)
ni olamiz.

Tenglikning o‘ng tomoni t ga nisbatan ratsional funksiya ekanligi ravshandir. Uni
differensiallab,

dx=¢’(¥)dt



ni olamiz. Ratsional kasrning hosilasi ham ratsional kasr ekanligidan ¢’(z) ham ratsional
funksiyadir.
Endi, almashtirishni integralga qo‘yib,

IR{x;(aﬂbjm; ..... [ax+lloj }dx IR[qo(t)t”l,...; ];0'(t)dt=fr(t)dt

kx +1 kx +

ni olamiz. Bu yerda r(t)=R[e(t); t*“*;...;t**] @’(z) bo‘lib, u ratsional funksiyadan iboratdir,
chunki

m.
U =—Ael.
n

Misol. jl“ 1 ni toping.

+ 3x+1
Yechish: \/x+ (x+1)2 «/x+ (x+1)3:>/1 6, x+1=t° x=t°®-1dx=6tdt

[ gt —GI[te—t4+t2—1+ lz)dtz
1+¥x+1 1+t 1+t

t" ot ot t° ottt
=6l ———+——t+arctgt |[+C=6/| ———+——-1[t+arctgt |+ C =
7 5 3 7 5 3

3(x+1)? 3
_6[[)(;1— (5 ) + X3+1—1] 6'\/x+1+arctg‘3\/x+1}+C

~-6t°dt =

2. IR(X; vax? +bx+c)dx, R(X;u) — o‘z argumentlarining ratsional funksiyasi, a=0.

Bu integralni olishda trigonometrik almashtirishlardan yoki Eyler almashtirishlaridan
foydalanish mumkin. Bu yerda Eyler almashtirishlarini keltiramiz.
1) Agar a>0 bo‘lsa,

Jax? +bx+c =t ++/ax (12.5.1)

Eylerning birinchi almashtirishini qilib
t2

b+2\/—t =o(t) (12.5.2)

X=

ni olamiz. Bundan

2bt 7 24/at? + 72+/at
b+ 2vatf

ni (12.5.2) ni (12.5.1) ga qo‘yib,

Jax? +box+c = 2% +b‘/:; ftfc w(t) (12.5.4)

dx =

dt = @' (t)dlt (12.5.3)

ni olamiz.
(12.5.2), (12.5.3) va (12.5.4) larni integralga qo‘yib,

j R(x;\/axz +bx+c)dx = j Rlo(t);w ()] @' (t)dt = j r(t)dt
ga ega bo‘lamiz, bu yerda r(t) Rlp(t);w(t)]-¢'(t) funksiya ¢(t), y(t) va R(x;u) — ratsional
funksiyalar bo‘lganligi sababli ratsional kasrdan iborat bo‘ladi.

Almashtirishdagi «+» va «-» ishoralardan ixtiyoriy birini tanlash mumkin.
Misol tarigasida integrallar jadvalidagi 15-formulani keltirib chigaraylik.



a=1>0.

J' dx
N
(12.5.1) da «-» ishorani tanlaymiz: /x> +q* =t—-x=t=x+,/x"+q°;

2 — 2
X247 =t? - 2tx+ X = x = T4 0 1(t—q j

2t 2 t

2 2 2 2

dx =21+ e dt—t _Zq dt; xziqzzt—t T4 _U=g

20 t? 2t 2t 2t
t* £q°

| 2* —jdtzln|t|+C:In‘x+ x? +q°
Ix +q t +q t

2t

1-eslatma. Almashtirish yordamida berilgan integralni ratsional funksiyaning
integraliga keltirish uni ratsionallashtirish deb ataladi.

2) Agar c>0 bo‘lsa,
Vax? +bx+c =xt+~/c
Eylerning ikkinchi almashtirishni qilib, yuqoridagiga o‘xshash ishlar bajarilsa, integral
ratsionallashadi.
3) Agar ildiz ostidagi kvadrat uchhad diskriminanti musbat bo‘lsa, ya’ni u ikkita

ildizga ega bo‘lsa,
vax® +bx+c =t(x—a)

Eylerning uchinchi almashtirishni qo‘llash mumkin, bu yerda o kvadrat uchhad
ildizlaridan biri. Bu almashtirishda ham 1) banddagiga o‘xshash ishlarni bajarib, integral
ratsionallashtiriladi.

4) Agar kvadrat uchhad diskriminanti nolga teng va a>0 bo‘lsa, ildiz ostidagi ifoda
to‘la kvadratdan iborat bo‘lib qoladi va irratsionallik o‘z-o‘zidan yo‘qoladi, ya’ni bu
holda integral ostida irratsionallik bo‘lmaydi.

5) Agar kvadrat uchhad diskriminanti musbat bo‘lmay a<0 bo‘lsa, ax* +bx+c -
ildiz ma’nosini yo‘qotadi va integral ham ma’noga ega bo‘lmaydi.
2-eslatma vax® +bx+c - ildiz biror oraligda ma’noga ega bo‘ladigan va kvadrat

uchhad diskriminanti noldan farqli bo‘lgan holda Eyler almashtirishlaridan birini qo‘llash
mumkin bo‘ladi, albatta.

12.6. Olinmaydigan integrallar hagida

Yuqorida berilgan f(x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi, ya’ni anigmas
integrali elementlar funksiya orqali ifodalanadigan hollarni ko‘rdik. Bu yerda
boshlang‘ich funksiyasi elementar bo‘lmaydigan funksiyalar haqida so‘z yuritamiz.
Masalan,

J.e‘xzdx, J-smx j%dx J'sinxzdx, J'cosxzdx

integrallarni olsak, ular elementar funksiyalar orgali ifodalanmaydi. Bu va ularga
o‘xshash integrallarni olinmaydigan integrallar deyish odat tusiga kirgan. Shu sababli biz



ham bunday integrallarni, an’anani saqlagan holda, olinmaydigan integrallar deb ataymiz.
Shuni ham aytish lozimki, olinmaydigan integral deganda integral mavjud emas ekan deb
tushunmaslik kerak, ular mavjuddir, ammo, elementar funksiya orgali ifodalanmay
maxsus funksiyalar orgali ifodalanadi. Masalan,

1 .
t)=——[e 2dt
B0 = [e
integral ehtimollar nazariyasida muhim ahamiyatga ega bo‘lib, uni ehtimollik integrali
deb yuritiladi.
e dx=zp(x2)+C
ekanligini t=x+2 almashtirish bilan keltirib chigarish mumkin, ya’ni yuqoridagi

olinmaydigan integral ehtimollik integrali deb ataluvchi maxsus funksiya orgali
ifodalanar ekan.

_[xm(a+bx“)pdx integral binomial differensial integrali deb atalib, bu yerda m,n,p

lar ratsional, a va b lar esa noldan fargli haqgiqiy sonlardir. P.L.Chebishev tomonidan, bu

integral 1) p- butun son; 2) M+ butun son; 3) m+l, p - butun son bo‘lgan hollardan
n n

biri sodir bo‘lgandagina elementar funksiyadan iborat bo‘lishi, ya’ni olinishi
isbotlangandir. Boshga holda u olinmaydigan integraldir.



